Puissances

L'opération qui consiste a répéter plusieurs fois la méme addition peut étre traduite par une
multiplication, ains 3+ 3+ 3+ 3 =3 X 4. Celle qui consiste a répéter plusieurs foisla méme
multiplication, peut étre remplacée par une puissance, ainsi 3 X3 X3 x 3 = 3% La notion de
puissance va nous permettre d'écrire de fagon abrégée des nombres tres grand ou trés petit.

A- Définitions et premiéres propriétés

Puisgue les puissances consistent a répéter plusieurs fois la méme multiplication, elles ont
des propriétés intéressantes |orsqu'on les compose avec des multiplications.
1- Définitions
Considérons un nombre réel r et un entier naturel n supérieur ou égal a 2.

Ondésignepar »" (lire «r puissance n») le produit de n facteurs égaux ar.
Le nombre n est appel é exposant de |a puissance.

Exemples
*  4°%=4 x4 x4=64 ; atention & ne pas confondre avec 4+4+4 qui est égal a4x3,
donc a 12.

o 2'=2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2=1024 ; on est bien loin de 2x10=20.
Casparticuliers

« Pour ¢? qui est égal & cXc et représente |'aire d'un carré de coté ¢, on peut dire « ¢
au carré » au lieu de «c puissance 2».

e Pour ¢ qui est égal & cXcXc et représente le volume d'un cube d'aréte ¢, on dire
«C au cube» au lieu de «c puissance 3».

» Ladéfinition donnée pour des entiers n supérieurs ou égaux a 2 sétend simplement
aucasn=1enposant r'=y .

2- Propriétés

Comme les puissances sont des multiplications, elles ont des propriétés i ntéressantes
lorsgu'on les multiplie entre elles.
Soient a et b deux nombres réels, n et p deux entiers naturels non nuls. On aalorsles
égalités suivantes :
e a"xXa?=d""? (en multipliant n facteurs a par p facteurs a on obtient (n+p)
facteurs @)
* [a"]"=a" (en multipliant entre eux p facteurs qui sont des produits de n
facteurs a on obtient pn facteurs a)
* (ab)"=a"xb" (onasmplement changer |'ordre des facteurs a et b, I'exposant
n a été distribué sur les facteurs du produit)

L es quotients donnent aussi lieu a des propriétés intéressantes.
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Soient a et b deux nombres réels, b éant non nul, et soient n et p deux entiers naturels
non nuls. On aalors les égalités suivantes :

n n

_a
=
a" a” 1

e sin>p, —=a""" tandisquesi n<p, —=——
a? a? a?™"

a

b

Attention
Il n'y amalheureusement pas de propriétés similaires lorsqu'on effectue des additions ou
des soustractions de puissances.
Exemples
(2a°b)X(5a°b*)=2 X5 Xa**Xa*xXbxb*=10a’x b*
(comme le calcul ne contenait que des produits on a pu modifier I'ordre des facteurs)
(3a*b*)*=3%(a*)*%(b*)*=94a"b°
(on adistribué I'exposant 2 sur les trois facteurs du produit entre parenthéses)
a’ _ a*xa’ _ a’ 43

2 2 a1
a a 1

(on afait apparaitre une simplification par 4?)

B- Exposant négatif

La définition des puissances peut s'étendre de facon logique au cas ou I'exposant est négatif

¥

_ 1 e . .
enposant @ "=— . Les propriétés des puissances sont conserveées .
a

Observons le tableau suivant qui donne les puissances de 2.
Exposant 1 2 3 4 5 6
Puissances de 2 2 4 8 16 32 64

Lorsqu'on lit les puissances de 2 de lagauche versla droite, on passe d'une puissance a
la suivante en multipliant par 2 et |e tableau peut étre continué indéfiniment.

Si on décide de lire les puissances de 2 en alant de la droite ver sla gauche, on passe
d'une puissance a la précédente en divisant par 2. Le tableau Sarréte sur lagauche a

2 '=2 , maisrien ne nous empéche d'imaginer ce qui pourrait se passer avant. On
obtient le nouveau tableau :

Exposant -4 -3 -

Puissance de 2 %

Ceci nous permet d'abord de donner une définition de 2 ® qui est égal a1, puisde
définir de proche en proche les puissances de 2 a exposant négatif.

1- Définition
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Soit aun nombre réal différent de O et n un entier naturel.
Par définition :

ol
a0:1 e a =— .

n

a " est donc tout ssimplement I'inverse de "

Exemples
5 ‘2:$=%
103:#=ﬁ
Attention

Cen'est pas parce que I'exposant est négatif que la puissance est un nombre négatif ; les
deux exemples précédents montrent clairement qu'il n'en est rien.

2- Propriétés

Les propriétés vues pour les puissances a exposant positif restent vraies dans le cas des
exposants négatifs ou nuls lorsqu'on les applique a des nombres différents de 0.
Soient a et b deux nombres réels non nuls, n et p deux entiersrelatifs. On aaorsles
égalités suivantes :

a'"xa’=a""", (a")p:a"p, (ab)'=a"xXb"
al’_a" @’ rp
b b" ’ a?

Remarque

Laderniéere propriété a été simplifiée, on n'a plus besoin de distinguer lescasn < p et
n>p.

Exemples

_ o1
a’Xa " =a 22—2
a

3

a —(—

—1:"3 (1) 4

a

C- Notation scientifique des nombres

L'utilisation des puissances de 10 permet d'écrire simplement des nombres décimaux trés
grands ou tres petits, et donc de montrer leur ordre de grandeur.

1- Puissances de 10

Dans notre systeme de numération en base 10, le calcul des puissances de 10 est
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particulierement simple.

Cas d'un exposant positif n: 10" sécrit avec le chiffre 1 suivi de n chiffresO.

Exemples a connaitre par faitement
10°=1000 ; I'exposant 3 correspond aux milliers.
10°=1000000 ; I'exposant 6 correspond aux millions.
10°=1000000000 ; I'exposant 9 correspond aux milliards.

Cas d'un exposant négatif —n: 107" sécrit avec le chiffre 1 précédé de n chiffres 0,
une virgule étant placée apres le premier O.

Exemples a connaitr e par faitement
1071=0,1 ; I'exposant - 1 correspond aux dixiémes.
1072=0,01 ; I'exposant - 2 correspond aux centiémes.
107°=0,001 ; I'exposant - 3 correspond aux milliémes.

2- Multiplier un décimal par une puissance de 10

La multiplication des nombres décimaux par des puissances de 10 se fait de maniere
tressimple.

Pour multiplier par 10" , il suffit de déplacer lavirgule de nrangs versladroite s n est
positif et de (-n) rangs versla gauche si n est négatif.

Exemples
1,7 X10°=1700
3,4 X107%=0,034

3- Notation scientifigue des nombres

Les trés grands nombres comme 17000000000 (17 milliards) sécrivent en se terminant par
de nombreux 0. Les trés petits nombres comme 0,000005 (5 millioniémes) sécrivent en
commencant par de nombreux 0. Tous ces chiffres 0 rendent la lecture de ces nombres
malaisée. Les scientifiques ont imaginé une fagon plus pratique d'écrire ces nombres en
utilisant les puissances de 10.

Un nombre décimal est écrit avec la notation scientifique lorsqu'il est présenté sous la
forme du produit d'un nombre décimal situé entre 1 (compris) et 10 (exclu) par une
puissance de 10.

Exemples
17 milliards sécrira 1,7 x 10" ; on se souvient que I'exposant 9 correspond aux
milliards, on aici des dizaines de milliards ce qui nous mene al'exposant 10.
5 millioniémes sécrira 5 x10° ; on se souvient que |'exposant 6 correspond aux
millions, I'exposant —6 correspond donc aux millioniémes.

4- Les calculatrices
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Les calculatrices ne peuvent afficher leurs résultats qu'avec un nombre restreint de
chiffres (12 en général). Elles savent cependant fournir des résultats qui sont tres grands
ou tres petits grace ala notation scientifique des nombres.

Exemples
Calculons 1700000x350000. La calculatrice répond 5.95 B11. Ce résultat doit étre
interprété comme signifiant 5,95x10'" , c'est adire 595 milliards.
Sans calculatrice, nous aurions écrit :
1700000 %350000=1,7 x10°x3,5 x10°=1,7 x3,5 x10°%x10°=5,95x10"" .
0,000014
50000
2,8 x10717.
Sans calculatrice, nous aurions écrit :

0,000014 1410~ 14 _10° - 10
2 = =" =028 xX10°=2,8 x10 ',
50000 5 x10* 5 100 7 ’

Calculons . Lacalculatrice répond 2.85- 10. Cerésultat signifie
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