BARYCENTRE

A Barycentre de deux points pondérés

1. Définition
Soient (A,a) et (B,B) deux points pondérés, c'est adire deux points affectés des coefficients
o et B.
Si a+p # 0, adorsil existe un unique point G tel que « GA+GB=0"
Ce point G est appelé barycentre de (A,a) €t (B,f).

Exemple
Soit [AB] un segment. Construire le point G barycentre de (A,3) et (B,2).
Ona 3GA+2 GB=0.
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On en déduit que 3 GA+2 GA+2 AB=0, donc 5 GA=-2 AB et finalement AG=€AB .

Ceci nous permet de construire le point G.
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2. Premiéres propriétés

Soient (A,a) et (B,B) deux points pondérésavec o + 3 # 0.

1) Lepoint G barycentre de (A,a) et (B,B) setrouve sur ladroite (AB).

2) Pour tout réel k non nul, le barycentre de (A,a) et (B,B) est aussi |e barycentre de (A ko) et
(B.kB).

3) Pour tout réel x non nul, le barycentre de (A ,x) et (B,x) est aussi le barycentre de (A,1) et

(B,1); on I'appelle I'isobarycentre de A et B.
L'isobarycentre de A et B est le milieu de [AB].

3. Propriété fondamentale

Soient (A,a) et (B,B) deux points pondérésavec o + 3 # 0.
Si G est le barycentre de (A,a) et (B,f), pour tout point M «MA +BMB=(x+B)MG .

Démonstration

«MA+BMB=acMG+xGA+BMG+ BGB=(a+B)MG+«xGA+BGB .

Or comme G est e barycentre de (A,a) et (B,B), ona «GA+BGB=0, ce qui nous donne
finalement «MA+BMB=(a+B)MG .

Quelques conséquences

Pour tout point M, «MA +8MB=(x+ 8)MG , nous pouvons donc choisir le point M comme
nous le voulons.
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1) Pour M=A, on obtient «AA+BAB=(x+B)AG,dol AG=

2) Pour M=B, on obtient «BA+8BB=(«+B)BG, d'ou B_(>3=(XL+BB_A.
3) Pour M=G, on obtient «GA+BGB=(x+B)GG=0, c'est adirelapropriété qui définit G

comme barycentre.
4) Si le plan est muni du repére (O;i,]) , pour M=0O on obtient «OA+80B=(x+8)0G,
donc 06=—"_0A+—_o8 .
x+B o+
X, + BX +
L es coordonnées du point G sont donc : xG=O(A—ﬁB G=O(yA—ByB.
oa+f o+ f

Ce sont les moyennes pondérées (ou coefficientées) des coordonnées de A et B.

B Barycentre de trois points pondéres.

1. Définition
Soient (A,a), (B,p) et (C,y) trois points pondéres.
Si a+p+y#0,adorsil existe un unique point G tel que «GA+8GB+yGC=0
Ce point G est appelé barycentre de (A,a), (B,B) €t (C,y).

Remarque
Cette définition séend a4, 5, ...., n points pondéres.

2. Premiéres propriétés

Soient (A,a), (B,p) et (C,y) trois points pondérés avec o + 3 + vy # 0.

1)Si G est le barycentre de (A,a), (B,B) et (C,y), dlorslespoints A, B, C et G sont
coplanaires.

2)Pour tout réel k non nul, si G est le barycentre de (A,a), (B,B) et (C,y), dorsG est le
barycentre de (A ko), (B,kB) et (C,ky).

3)Propriété fondamentale :
Si G est le barycentre de (A,a), (B,B) et (C,y), alors pour tout point M,

«MA+BMB+yMC=(x+B+y)MG

3. Associativité du barycentre

Soient (A,a), (B,p) et (C,y) trois points pondérésaveca ++y #0et a+B #0.
Si G est le barycentre de (A,a), (B,B) et (C,y), et si | est e barycentre de (A,a) et (B,p),
alors G est le barycentre (I, o + B) et (C, v).

(on aremplacé deux destrois points par leur barycentre affecté de la somme des
coefficients)

Démonstration

Comme G est le barycentre de (A,a), (B,B) et (C,y), pour tout point M,
«MA+BMB+yMC=(x+p+y)MG.
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Comme | est le barycentre de (A,o) et (B,B), pour tout point M « MA + B MB=(«+ B)MI .
On en déduit que (x+B)Ml+yMC=(x+B+y)MG . Pour M=G celanous donne
(a+B)Gl+ yGC=(x+p+y)GG=0. G est donc le barycentre de (I, o. + B) et (C, v).

4. Isobarycentre de trois points.

Soient A, B et C trois points.
On appelle isobarycentre de A, B et C est le barycentre de (A,1), (B,1) et (C,1).
Propriété

L'isobarycentrede A, B et C est |e centre de gravité (point
d'intersection des 3 médianes) du triangle ABC.

B I C

Démonstration

Soit G le barycentre de (A1), (B,1) et (C,1).

Soit | lemilieu de [BC], donc le barycentre de (B,1) et (C,1).

Par associativité du barycentre, on a G barycentre de (A,1) et (1,2), le point G est donc sur la
droite (Al).

Deméme que si Jest milieu de[AC], alors G est barycentre de (B,1) et (J,2), donc que G est sur
(BJ).

Deméme quesi K est milieu de [AB], alors G est barycentre de (C,1) et (K,2), donc que G est
sur (CK).

Le point G setrouve sur les trois médianes, c'est bien e centre de gravité.
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