Applications du produit scalaire

A Relations métriques dans le triangle

1- Formule d'Al'Kashi
Soit ABC un triangle. BC> =AB?+AC?—2 -AB-AC-cos(BAC) -

Remarques
s BAT est un angledroit, cos(BAC) = 0 et on retrouve | e théoréme de Pythagore.
s BACT estunangleaigu, cos(BAC)>0et BC2<AB2+ AC2
s BAC est unangleobtus, cos(BACT) < 0et BC2> AB2+ AC2

Démonstration

BC*=BC’=(BA+AC)*=BA* +AC’+2 -BA-AC.

or BA2=AB?, AC*=AC? et BA-AC=—AB-AC=-AB-AC-cos(BAC).
On obtient bien BC* =AB*+AC”—2 -AB-AC-cos(BAC) .

2- Théoreme de la médiane

2
Soit ABC un triangle et | le milieu de [BC]. AB? +AC? =2A|2+% .
Démonstration
AB?+AC* =AB*+AC?=(Al+IB) +(Al+ICP =A1’+IB* + 2AT IB+AI? +I1C* + 2Al-IC

2

or 1B=1c=2%  gonc iB?=ic?=BC_
2 4

BC?

On obtient alors ABZ+ACZ=2A|2+T+2N(|T§+I_C) et comme B+iC=0,

2
ABZ+AC2=2AI2+%.

3- Aire et formule des sinus
Soit ABC un triangle.

L'aire de ABC est égale & ;—-AB-AC-sin( BAC) .

Démonstration

Soit H le pied de la hauteur issue de C. On aalors CH=AC-sin(BAC) .

L'aire du triangle est donc %AB-CH:%'AB-AC-sin(B’A\C) .
Onposea=BC,b=AC,c=AB, x=BAC, B=ABC, y=BCA .

sin(a) _sin(B) _sin(y)
a b c

On adors:
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Démonstr ation
Soit Sl'aire du triangle.

D'apres laformule précédente, on a S=£-bc-sin(o()=£-ac-sin(B)=% ab-sin(y).

2

. 2 .
En multipliant tous les membres par pregiel obtient :

B Formules trigonométriques

2
2S _sin(x)_sin(B)_sin(y)
abc a b ¢

1- Addition et soustraction

Quelsgue soient lesréelsaet b :

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a)

sin(a— b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a)
Démonstration

Sur le cercle trigonométrique on considére les
points A, B et Ctelsque (OA ,OB) =b et
(OA,OC) =a.

Onaalors (OB,0C) =a-b.

Calculons OB-OC de 2 fagons.

Comme OB (cos(b), sin(b)) et OC (cos(a), sin(a))
ona OB-OC = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).
Mais OB-OC = OB.OC.cos(a—b) = cos(a —b)
car OB=0C=1.

On afinalement :

cos(a— b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

En remplacant b par — b, on obtient :

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)

Enfin, en remplacant a par T _aeen remarquant que cos( % —a) =sin(a) et que

2

sin( % —a) = cos(a), on obtient les deux formules concernant le sinus.

2- Duplication
Quel que soitleréd a:
cos(2a) = cos¥(a) —sin3(a)
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)
Démonstration

On applique les formules précédentes en remarquant que2a=a + a.
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C Ensembles de points

1- Droites

On considére un point A et un vecteur nonnul .

L'ensemble des points M du plan telsque AM-fi=0 est une droite passant par A
orthogonale a . On dit que h est un vecteur normal de cette droite.
Application
Le plan est muni du repére orthonormal (0,1, j).
On considere les points A(—1; —2), B(0; 4) et C(4; 1).
Déterminer une équation de ladroite D, hauteur issue de A du triangle ABC.
Ladroite D est la perpendiculaire & (BC) passant par A, c'est donc I'ensemble des points M tels
que AM-BC=0.
Pour M(x; y),ona AM (x+1;y+2) . D'autre part ona BC(4;-3) .
2

AM-BC=0 donnedonc 4(x + 1) —3(y + 2) = 0, soit 4x —3y —2 = 0, et enfin y=%x—§ .

Propriété
Dans le plan muni du repére orthonormal (O,i,]), s N (a, b) est un vecteur normal d'une
droite, alors celle-ci admet une équation de laforme ax + by + c=0.

Dans I'exemple précédent, BC(4;—3) est un vecteur normal deladroite D qui admet comme
équation 4x—3y—2 = 0.

2- Cercles

On considére deux points A et B.
L'ensemble des points M du plan telsque AM-BM=0 est le cercle de diamétre [AB].
Application
Le plan est muni du repére orthonormal (0,1, ).
On considere les points A(—2; 0) et B(2; 2).
Déerminer une équation du cercle de diametre [AB].
Le cercle de diamétre [AB] est I'ensemble des points M tels que AM-BM=0.
Pour M(x; y),ona AM (x+2;y) e BM (x—2;y—2).
AM-BM=0 donne (x+ 2)(x—2) + y(y—2) = 0, soit ¢ + y2— 2y —4 = 0.
Rappel : pour trouver e centre et le rayon du cercle a partir de I'équation, on essaie de la mettre
souslaforme (x—a)’ +(y—b)’=R’, ol aet b sont les coordonnées du centre et ol R est le
rayon.
Ici, x2+y2—-2y—4=0donnex2+ (y —1)2=5. B
Le centre du cercle a(0; 1) comme coordonnées, |e rayon du cercle est 5.
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