Probabilités

A- Loi de probabilité

1- Univers

Une expérience a éatoire est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat.
L'ensembl e des résultats possibles, aussi appel és éventualités, est I'univers associé a
I'expérience a éatoire.

Exemples:

- jeu dePile ou Face : on adeux résultats possibles, Pile ou Face, I'univers est U={ Pile,Face}
lancer un dé : on asix résultats possibles, I'universest U={1, 2, 3, 4, 5, 6}
lancer deux dés: I'univers est formé par I'ensemble des couples (x,y) ou x et y sont des entiers
prisentre 1 et 6, il contient 6x6=36 €léments, on peut |e représenter par |e tableau suivant :

1 2 3 4 5 6
11y @12 @13 @4 @5 (L
21 22 @3 @24 (25 (29
31 B2 (B3 (B4 (B35 (39
41 42 @43 @44 @5 (4o
51 B2 B3 G4 (BS5S (59

6 (61) 62 (63) (64 (65 (66
lancer detrois piéces : I'univers est formé de I'ensembl e des triplets formés des | ettres P (pour
Pile) et F (pour face); il contient 2x2x2=8 éventualités que I'on peut représenter al'aide d'un
arbre.

a b~ W N |-

2- Loi de probabilité

On définit une loi de probabilité sur un univers U={ e, e, &;, ....., &} en associant a chacune
des éventualités e de U un réd positif ou nul pi, cesréels vérifiant larelation

pi+p2t+pst...... +pn=1
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Cette loi peut étre notée dans un tableau :
(S (S)) e | .. €

o} o3 Pz Pn

Lorsqu'on répéte un grand nombre de fois I'expérience al éatoire, |les fréquences d'apparition
des éventualités g tendent verslesp; .

3- Equiprobabilité

Lorsque tous les pi d'une loi de probabilité sont égauix, on est en situation d'équiprobabilité, on
dit quelaloi est équirépartie.

Si I'universdelaloi contient n ééments, on a P=" quel que soit i.

Exemples
Jeu de Pile ou Face
Avec une piece équilibrée, les deux faces ont la méme probabilité de sortie, on aune loi
équirépartie.
Pile Face
1/2 12

Lancement d'un dé
Avec un dé équilibré, toutes les faces ont la méme probabilité de sortie, on auneloi
équirépartie.

1 2 3 4 5 6
16 16 1/6 16 1/6 1/6

B- Evéenements

On considére une expérience aléatoire et son univers U={e,, &, €;, ....., &} muni duneloi de
probabilité P.

1- Probabilité d'un évenement

Un événement est une partie de I'univers. On dit qu'un événement est réalisé lorsque le
résultat obtenu al'issue d'une expérience est une éventualité contenue dans I'événement.
La probabilité d'un événement est la somme des probabilités de ses éventualités.

Exemple
On tire un dé, on appelle A I'évenement consistant a obtenir au moins 5.
On aalors A={5, 6}. Comme les probabilités d'obtenir 5 et 6 sont égales a1/6, on aura
pa=t 121
6 6 6 3°
2- Propriétés

L'ensemble vide noté & est appelé événement impossible, P(Q) = 0.

L'univers U est appel é événement certain, P(U) = 1.

Pour tout événement A, ona0 < P(A) < 1.

Dansle casd'uneloi équirépartie, si I'univers U contient n éventualités et si I'événement A
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. , o k
contient k éventualités, alors P(A)=ﬁ .

. nombre de cas favorables
P(A)=
On dit que P(A) nombre decas possibles -

Exemple
Une urne contient 10 boules bleues et 5 boules rouges indiscernables au toucher. Quelle est la
probabilité de tirer une boule bleue ?
L es boules étant indiscernables au toucher, on est dans un cas d'équiprobabilité.
Commeil y a15 boules au total, I'univers contient 15 éventualités.
L'évenement « tirer une boule bleue » contient 10 éventualités.
10 2

La probabilité de tirer une boule bleue est donc 53

3- Réunion et intersection d'évenements

Laréunion des évenements A et B est I'événement AUB formé de toutes les éventualités
appartenant a A ou aB. (il sagit du ou inclusif, les éventualités peuvent appartenir aux deux
évenements en méme temps)
L'inter section des événements A et B est I'évenement ANB formeé de toutes les éventualités
appartenant alafoisaA et aB.
Lorsque ANB=/0 , A et B n'ont aucune éventualité commune, on dit que ce sont des
évenements disjoints ou incompatibles.

Si A et B sont deux événements quelconques, P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Si A et B sont deux évenements digoints, P(AUB)=P(A)+P(B) .

4- Evenements contraires

Le contraire de I'événement A est I'événement A formé par toutes les éventualités de l'univers

qui ne sont pas dans A.
P(A)=1 -P(A).

C- Variables aléatoires

1- Définition
Unevariable aléatoire sur I'univers U={e,, &, 6, ....., &} est une fonction X définie sur U.
On note (X=x) I'ensemble des éventualités g vérifiant X(e) = x.
Si P est laloi de probabilité de U, laloi de probabilité de X est donnée par I'ensemble des
probabilités des événements (X=x,).

Exemple

On lance un dé. On perd 2 euros si ontire 1 ou 2, on gagne 0,5 euros si on tire 3 et enfin on
gagne leuro si ontire 4, 5 ou 6. On appelle X lavariable aléatoire qui donne le gain associé a un
tirage. Aing :

X(1)=X(2) =-2; X(3) =0,5; X(4) = X(5) = X(6) = 1.

Ona(X=-2) ={1,2}, (X=0,5) ={3} et (X=1) ={4,5,6}, dou

P(X=-2) = 2/6 = 1/3, P(X=0,5) = 1/6 et P(X=1) = 3/6 = 1/2.
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Laloi de probabilité de X est donnée par le tableau :
X -2 05 1

P(X=xi) 13 16 1/2

2- Espérance, variance et écart type.

On considére une variable a éatoire X dont laloi de probabilité P est donnée par le tableau :
X X1 X2 Xz e Xn

P(X:Xi) P P2 P . Pn

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel
E(X)=X; py+X; P, +--+X, pn=z B X;

On appelle variance de X le nombre réel
V(X)=(x, =E(X)f* p, +(x, =E(X))* p, ++++(X=E(X)P p=2 (x—E(X)’ p,

On appelle écart type de X le nombreréel o (X)=vV(X).

Exemple
Reprenons le jeu décrit au 1) et lavariable aléatoire X dont laloi de probabilité est donnée par le
tableau :

X -2 05 1
P(X=xi) U3 16 1/2
1 1 1 -4 05 3 -05 -1
Onaalors E(X) 2><3+0,5><6+1><2 5 + 5 16 5 B
Comme I'espérance mathématique est négative, on peut penser gue lors d'un grand nombre de
parties |e joueur sera perdant.
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