Devoir de Mathématiques I

Exercice 1

1. Soit f lafonction définie sur [O; +oo[ par f (X) = /x . On appelle C sa courbe représentative dans
le plan muni d'un repére orthonormal (O;i,7]) .

a) Expliquer pourquoi f n'est pas dérivable en 0.

b) Etudier les variations def.

c) Déterminer une équation de latangente T & C au point d'abscisse 4.

d) Tracer lacourbe C sur I'intervale [0; 10] ainsi que satangente T.

1 .
a) Ladérivéede /x est 2—& pour x # 0. On voit bien pourquoi cette formule n'est pas
valable lorsque x = 0 (on ne peut pas diviser par 0). Pour étudier la dérivabilité en 0 il faut

donc revenir ala définition du nombre dérivé et chercher lim 7O+E_\/O )
h—0

- 1
Or M=l— . Lorsque h tend vers 0, ﬁ devient de plus en plus grand et dépasse

h vh
tout nombre donné, % n'apas delimite finie et lafonction /x n'est donc pas dérivable en
0. On peut cependant que sa courbe représentative admet une tangente verticale en 0.
b) Pour x>0, f' (X)=21—\& , donc f'(x) > 0 et f est croissante sur ]0; +oo[. Comme f(0) = 0,

on af(x) > f(0) pour tout x positif. Ainsi f est aussi croissante sur [O; +oo|.

1
c)Onaf(4) = 4 =2etf'(4) = 2—\/1 = 1Z.L'équation delatangente T au point
: 1 . 1
d'abscisse4 est doncy = Z(X_4)+2’ soity = ZX+ 1
d) T
4%
A
2_
T
/
0 T T T T T >
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2. Le graphique précédent montre que la courbe C se trouve en dessous de ladroite T. On se
propose de démontrer de deux fagons cette constatation.

a) Soit g lafonction définie sur [0; +oo[ par g(X) = &—% x—1. Etudier les variations de g,

en déduire que g(x) < O pour tout x de [0; +oof, puis que C est en dessousde T.
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1 1 -
Pour x>0, g'(X) = 2—&—2 = 27&;.Comme 4+/x est toujours positif, g'(x) ale méme

signeque 2—+/x, c'est adire positif pour x < 4 et négatif pour x > 4.
On obtient |e tableau de variation suivant :

> 0 4 + o
g'(x) 0
0
g(x)

: : 1
Lafonction g aun maximum pour x = 4. Comme g(4) = \/Z_Z X4 —1 =0, onadonc
g(X) < 0 pour tout x. On en déduit que &—% x—1 < 0, soit &<% x+1 . Lacourbe C

d'équationy = x est donc en dessous de la droite T d'équation y = 12 X+ 1

2
b) Développer ﬂ—l . Utiliser le résultat obtenu pour montrer que C est en dessousde T.
2
\/; X . . e X \/—
o 1 =7 JX+1 . Comme un varré est toujours positif, i X+1 > 0, donc

1 . . .
&<Z x+1 . On retrouve bien que la courbe C d'équationy = +/x est en dessous de la

droite T d'équationy = % x+ 1.

Exercice 2

On considére:

- un segment [OH] de longueur 6.

- le cercle C de centre O et de rayon 3.

- ladroite A perpendiculaire a (OH) passant
par H.

- M un point mobile sur ladroite A.

Par le point M on peut mener deux
tangentes au cercle C en A et B et [AB]
coupe [OM] en N et [OH] en I.

1. a) Montrer que A et B sont les points
d'intersection du cercle C avec le cercle de
diametre [OM].

b) Construire lafigure avec un logiciel de
géomeétrie comme Geogebra. Déplacer le
point M sur ladroite A en faisant apparaitre
latrace du point N. Que constate-t-on pour
lepoint | et latracedeN ?
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a) Comme A et B sont sur le cercle C de diamétre [OM], les triangles OAM et OBM sont
rectanglesen A et B. Onaains (OA) L (AM) et (OB) L (BM) ce qui montre que (AM) et
(BM) sont bien des tangentes au cercle.
b) On constate en déplacant le point M sur ladroite A que | reste fixe et que le point N se
déplace sur le cercle de diamétre [Ol].

2. On se propose de démontrer les constatations précédentes.

a) Démontrer que Ol-OH=0M-Ol=OM-ON=0M-OB=0B*=9.
Comme H est la projection orthogonale de M sur (O1), OM-Ol=0H-Ol .
Comme N est la projection orthogonale de | sur (OM), OM-Ol=0M-ON .
Comme N est la projection orthogonale de B sur (OM), OM-OB=0M-ON .
Comme B est la projection orthogonale de M sur (OB), OM-OB=0B-OB=0B>.
Comme OB = 3, on abien Ol-OH=0M-Ol=OM-ON=0M-OB=0B”=9

b) En déduire que:

- | est un point fixe du segment [OH]

- | est toujours al'intérieur du cercle C.

- N est sur le cercle de diametre [Ol].
Ona OI-OA=9 et comme O, | et H sont aignés dans cet ordre, OI-OA=0I-OH . Ains

OI.OH =9. MaisOH =6, donc Ol = % = 3E.Le point | est fixe sur [OH].

Comme Ol = % , Ol est inférieur au rayon de C, donc | est al'intérieur de C.
Comme ONI est rectangle en N, le cercle de diamétre [Ol] passe par N.
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