Dérivation

A. Nombre dérivé

1- Limite finie d'une fonction en 0.

Soit f une fonction définie sur D tel que O est al'intérieur de D ou est une borne de D.
On dit que f a pour limite le nombre | lorsque x tend vers 0 et on écrit IXTJ FX)=1 g les

nombres f(x) peuvent devenir auss prochesdel qu'on le désire pour x suffisamment proche
deO.

Exemple:
'X'LTJ 5+2X=5 e effet pour que 5 + 2x soit comprisentre 5—e et 5+ e, cedt adire

5—-e<5+2x<5+ ¢, il suffit dechoisir x entre—e/2 et /2.

2- Fonction dérivable en un point

Soit f une fonction et a un point de son ensemble de définition.
Dire que lafonction f est dérivable en a signifie que lafonction qui a h associe
f (a+h)-f(a)
h

admet une limite finie lorsgue h tend vers 0.

Cette limite est le nombre dérivé def en a, on lanotef'(a). f'(a)=lim f(a+hr:—f (a)
h—-0

Exemple:

Soit f lafonction définie par f(X) = X2 - 2. Montrons que f est dérivable en 2 et calculons f'(2).
2 2 .

f(2+h)-f(2)_(2+h)"-2-2_4h+h —4+h e m4+h:4'

h h h
On en déduit que f est dérivableen 2 et quef'(2) = 4.

3- Interprétation graphique du nombre dérivé

Soit f une fonction dérivable en a . On appelle C la représentation graphique de f dans un
repére. La courbe C admet une tangente au point d'abscisse a et f '(a) est e coefficient
directeur de cette tangente.

Une équation de latangente au point d'abscisseaesty = f'(a)(x —a)+ f (a).

Exemple

e e e Soit f lafonction définie par f(X) = x2— 2.

" 1 Cette fonction est dérivableen 2 et f '(2) = 4.

N 1. L'éguation delatangenteen 2 esty = f '(2)(x — 2) + f(2)
soity=4(x—2) + 2

soity = 4x—6.

“r 1" Lafonction x— 4x—6 est une approximation affine de lafonction
i ] Xx— X° —2 auvoisinage de 2.

o 1= Pour x proche de 2, 4x — 6 et x2 — 2 donnent des résultats tres
voisins.
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B. Fonctions dérivées des fonctions usuelles

Soit f une fonction dérivable sur D.
Lafonction qui ax associe f '(x), le nombre dérivé de f en x, est appel ée fonction dérivée de f

sur D et onlanotef'.

Le tableau suivant donne les fonctions dérivées des fonctions usuelles.

Fonction constante IR k
Fonction affine IR ax+b a
Carré IR X2
Cube IR X3 3x?
Puissance de x IR X" (n>0) nxrt
Fonction inverse IR* 1 -1
X X2
Fonction racine carrée R+ VX 1
2x

C. Opérations sur les fonctions dérivables

1- Somme et produit par un réel

Soient u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel.
Lafonction dérivéedeu+vest (u+v) =u +V.
Lafonction dérivée de ku est (ku)' = ku'.

Exemple

Calculer ladérivée de lafonction f définie sur IR par f (X) = 22— 3x + 5.
Ladérivée de x2 est 2%, donc la dérivée de 2x2 est 2 X 2x = 4x.
Ladérivéede—3x est—3.

Ladérivéede5 est 0.

On en déduit que ladérivée def est f '(X) = 4x— 3.

2- Produit et quotient de deux fonctions

Soient u et v deux fonctions dérivables sur D.
Lafonction dérivée de uv est (uv)' = u'v + v'u.
Si v nesannule pas sur D,

. L 1 roy
_ lafonction dérivéede — est | > | ==L
Vv \Y; V
: Arivé uj'_u'v=v'u
- lafonction dérivée de 4 et [—| =————
Y v Ya

Exemple
Soit f lafonction définie sur R par f (x) = (2x + 1)(x — 3).
Onposeu(x) =2x+ 1, dou u'(x) = 2 et v(x) = x2— 3, d'ou V'(X) = 2x.
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Onaalors:
') =u()V(X) + V(XQU(X) =20 —3) + 2X(2Xx + 1) =22 —6 + 4x2 + 2X = 6X2 + 2X — 6.

Remarque : on aurait pu développer f (X); f(X) = 2x¢ + X2 —6x —3 d'ou f '(X) = 6x2 + 2x — 6.

3- Dérivée de u(ax + b)

Soit u une fonction dérivable sur D, a et b deux réelstelsqueax + b € D.
Ladérivée delafonction f définie par f (X) = u(ax + b) est f '(X) = u'(ax + b)Xa.
Remarque
Lafonction f est lacomposée de lafonction u et de lafonction affine définie par ax + b.
Exemple
Soit f lafonction définie sur R* par f (x)=2x+3 .
Onposeu(x) = vx; onaaorsf (X) = u(2x + 3).

1 , 1 1
Comme U'(x) = 2—&,Iadérivéedefe£t f (X)=mx2 = Taia

D. Dérivée et sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et soit f ' sa dérivée.

Si f' est strictement positive sur |, sauf peut étre en quelques points oul f ' sannule, alors f est
strictement croissante sur |.

Si f' est strictement négative sur |, sauf peut étre en quelques pointsou f ' sannule, alorsf
est strictement décroissante sur .

Sif'estnullesur I, dorsf est constante sur 1.

Exemple

Etudier les variations de lafonction f définie par f (X) =x2—3x sur R.
Ladérivéedefest f'(X) = 2x—3.

C'est une fonction affine qui sannule pour x = 3/2.

Sur ]-o0 ; 3/2] f' est négative donc f est décroissante.

Sur [3/2; +oof f' est positive donc f est croissante.

On résume cette étude dans | e tableau suivant :

X - 00 3/2 +00
signede _ 0 +
F'()
-9/4

Remarque

Lafonction f admet un minimum en x = 3/2.

Quéd que soit x, f (x) < f (3/2).

Comme la dérivée sannule en x = 3/2, latangente ala courbe en ce point est paralléle al'axe des
abscisses.
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E. Approximation affine d'une fonction

Soit f une fonction dérivable en Xo.

f (x,+h)—f (x
Ceudlal I

On ad'une part 'h'fg ®(h)=0 & dautre part f(x,+h)=f (x,)+hf'(x,)+he(h).

Lorsque h est petit, leterme h(h) est « trés » petit, on peut le « négliger ».
Onaainsi : f(X,+h)~f(x)+hf'(X,) qui donne une approximation affine de f en xo.

Sait ¢ lafonction définie par ¢ (h)=

Applications
pour f(x)=x> et X,=1,onobtient: (1+hf~1+2h.

1 . 1
f(xX)=— et X,=1 : ——~1-h.
pour f(x) ~ et X,=1, on obtient 1th

pour f(x)=+/x et X,=1, onobtient: \/1+h~1+%.
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